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SUR LES VARIE´TE´S DE HODGE DES HYPERSURFACES
ANIA OTWINOWSKA
0. Introduction
0.1. Avant-propos. Un the´ore`me ce´le`bre de Noether affirme que le groupe de Picard d’une
surface ge´ne´rale de P3
C
de degre´ supe´rieur ou e´gal a` 4 est engendre´ par la classe d’une section
hyperplane. Identifions le groupe de Picard d’une surface lisse X ⊂ P3
C
a` l’espace H1,1(X) ∩
H2(X,Z) des classes de Hodge ; le the´ore`me de Noether admet alors la ge´ne´ralisation naturelle
suivante. Soit Y une varie´te´ complexe projective lisse de dimension 2n + 1 et L un faisceau
inversible suffisamment ample sur Y . Alors une hypersurface ge´ne´rale X de |L| = PH0(Y,L)
ne posse`de pas de classe de Hodge non triviale : nous avons Hn,n(X)ev ∩ H2n(X,Q) = 0, ou`
Hn,n(X)ev = H
n,n(X) ∩ H2n(X,C)ev de´signe un supple´mentaire de l’image de Hn,n(Y ) dans
Hn,n(X) (la de´finition pre´cise est donne´e a` la section 0.2.1).
La motivation principale de cet article est l’e´tude du lieu de Noether-Lefschetz parame´trant
les hypersurfaces lissesX ∈ |L| qui posse`dent une classe de Hodge non triviale ; c’est une re´union
de´nombrable de sous-varie´te´s alge´briques de l’ouvert VL ⊂ |L| parame´trant les hypersurfaces
lisses. Il refle`te le comportement de la cohomologie rationnelle H2n(X,Q) vis-a`-vis de la variation
des structures de Hodge sur la cohomologie e´vanescente a` coefficients complexes H2n(X,C)ev.
Son importance tient en grande partie a` la conjecture de Hodge qui affirme que l’espace des
classes de Hodge de X est engendre´ par les classes des sous-varie´te´s alge´briques de X ; les
composantes du lieu de Noether-Lefschetz devraient donc parame´trer des familles non triviales
de sous-varie´te´s alge´briques des hypersurfaces de VL.
Soit plus ge´ne´ralement Y une varie´te´ complexe projective lisse de dimension N+1, L un fais-
ceau inversible suffisamment ample sur Y , X ∈ |L| une hypersurface lisse et λ ∈ F kHN (X,C)ev
une classe de cohomologie e´vanescente, ou` F • de´signe la filtration de Hodge et k ∈ {1, . . . , N}.
On appelle varie´te´ de Hodge associe´e a` λ dans un voisinage contractile U ⊂ |L| de X le ferme´
analytique NL,kλ,U ou` l’image par transport plat de la classe λ reste dans F kHN (X,C)ev. Dans le
cas λ ∈ HN (X,Q) et 2k = N , la classe λ est de Hodge, et le lieu NL,kλ,U est inclus dans le lieu de
Noether-Lefschetz.
Nous montrons que si L est suffisamment ample et si la codimension de la varie´te´ de Hodge
NL,kλ,U associe´e a` une classe λ ∈ F kHN (X,C)ev est suffisamment petite, la classe λ est une
combinaison line´aire a` coefficients complexes des projete´s sur la cohomologie e´vanescente des
classes de sous-varie´te´s alge´briques de X de petit degre´. En particulier, la petite codimension
de NL,kλ,U force la dimension de X a` eˆtre paire : nous avons N = 2k.
Comme corollaire, nous obtenons que les composantes de plus petites codimensions du lieu de
Noether-Lefschetz sont de´finies par des classes des sous-varie´te´s alge´briques, comme le pre´dit
la conjecture de Hodge. Cependant les classes de sous-varie´te´s alge´briques (de petit degre´) sont
ici caracte´rise´es par leur seul comportement vis-a`-vis de la variation des structures de Hodge
sur VL, sans qu’intervienne leur caracte`re rationnel.
0.2. E´nonce´ du the´ore`me principal. Soit Y une varie´te´ complexe projective lisse de dimen-
sion N +1 munie d’un faisceau inversible tre`s ample O(1), soit d ∈ N∗ et soit Vd ⊂ H0(Y,O(d))
l’ouvert parame´trant (a` la multiplication par un scalaire pre`s) les hypersurfaces projectives
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lisses de Y de classe c1(O(d)). Pour tout F ∈ Vd nous notons jF : XF → Y l’immersion ferme´e
de l’hypersurface correspondante.
0.2.1. Cohomologie e´vanescente et sous-varie´te´s de XF . Nous notons
HN (XF ,C)ev = Ker (g : H
N (XF ,C)→ HN+2(Y,C)),
la cohomologie e´vanescente de XF , ou` g de´signe le morphisme de Gysin. Le the´ore`me de Lef-
schetz difficile affirme que nous avons une somme directe orthogonale pour le cup-produit
HN (XF ,C) = H
N (XF ,C)ev ⊕ j∗FHN (Y,C).
Si W est une sous-varie´te´ de XF (c’est-a`-dire un sous-sche´ma ferme´ re´duit) de dimension
pure n, chaque composante irre´ductible de W de´finit par dualite´ de Poincare´ une classe dans
H2N−2n(XF ,C). Lorsque 2n = N , nous notons H(W ) le sous-espace vectoriel de HN (XF ,C)ev
engendre´ par les projections orthogonales de ces classes.
0.2.2. Varie´te´s de Hodge. Nous avons une famille de structures de Hodge (HN
Z
= RNπ∗Z ;
HN = HN
Z
⊗ OVd ; F •HN ) sur Vd, telle que pour tout F ∈ Vd l’espace HN (XF ,C) s’identifie
canoniquement a` la fibre en F du faisceau localement constant HN
Z
⊗ C. Pour tout voisinage
ouvert simplement connexe U ⊂ Vd de F , le faisceau HN
Z
⊗C restreint a` U est constant et toute
classe λF ∈ HN (XF ,C) de´finit une section λ ∈ (HNZ ⊗ C)(U). Pour tout G ∈ U nous notons
λG ∈ HN (XG,C) la valeur de la section λ en G : c’est l’image de la classe λF par transport plat
dans U .
Soit F ∈ Vd, soit n ∈ {0, . . . , N} et soit λF ∈ FnHN (XF ,C)ev une classe de cohomologie non
nulle. Nous introduisons le ferme´ analytique
N d,nλ,U = {G ∈ U | λG ∈ FnHN (XG,C)}.
0.2.3. Cas N=2n. Les varie´te´s N d,nλ,U jouent un roˆle particulie`rement important lorsque 2n = N .
On appelle alors lieu de Noether-Lefschetz, que nous notons N d,n, la re´union des varie´te´s N d,nλ,U
pour tous les couples (λ,U) tels que la classe λ ∈ (H2n
Z
⊗ C)(U) est rationnelle, c’est-a`-dire
appartient a` (H2n
Z
⊗Q)(U) ; nous avons encore
N d,n = {G ∈ Vd | H2n(XG,Q) ∩ FnH2n(XG,C)ev 6= 0}.
Le lieu N d,nλ =
⋃
U N d,nλ,U de´fini par recollement est une sous-varie´te´ alge´brique de Vd et N d,n
est une re´union de´nombrable de varie´te´s alge´briques de Vd (cf. [CDK]). La conjecture de Hodge
pre´dit que toute classe de H2n(XF ,Q)∩FnH2n(XF ,C) est alge´brique, c’est-a`-dire combinaison
line´aire a` coefficients rationnels de classes de sous-varie´te´s alge´briques de XF . Si nous sup-
posons la conjecture de Hodge vraie pour Y , le lieu de Noether-Lefschetz parame`tre donc les
hypersurfaces pour lesquelles la conjecture de Hodge est non triviale.
0.2.4. E´nonce´. Nous montrons ici :
The´ore`me 1. Soient n ∈ {1, . . . , [N/2]} et b ∈ N∗ des entiers, F ∈ Vd, U un voisinage ouvert
simplement connexe de F dans Vd et λF ∈ FnHN (XF ,C)ev une classe non nulle ve´rifiant
codim (N d,nλ,U , U) ≤ b
dn
n!
.
Pour tout ε ∈ R∗+, il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de Y , de O(1) et de ε,
telle que si d ≥ Cba, ou` a = 2h0(Y,O(1))−1, alors pour tout n, F , U et λF comme ci-dessus
(1) 2n = N et
(2) il existe une sous-varie´te´ W de XF de dimension n et de degre´ infe´rieur a` (1+ε)b, telle
que λ ∈ H(W ).
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Nous pensons que le the´ore`me 1 reste vrai pour n ∈ {[N/2] + 1, . . . , N}.
Le cas 2n = N du the´ore`me 1 implique imme´diatement le corollaire suivant, qui est une
version asymptotique tre`s faible de la conjecture de Hodge pour les hypersurfaces.
Corollaire . Nous supposons Y de dimension 2n + 1 et que toute classe dans H2n(Y,Q) ∩
FnH2n(Y,C) est alge´brique. Alors il existe une constante C ∈ R∗+ telle que toute classe λF ∈
H2n(XF ,Q) ∩ FnH2n(XF ,C) ve´rifiant
codim (N d,nλ ,Vd) ≤
(
d
C
) 1
a dn
n!
,
ou` a = 2h
0(Y,O(1)), est alge´brique.
L’hypothe`se de rationnalite´ n’est utilise´e ici que pour la composante non e´vanescente de la
classe λF . Plutoˆt que de plaider en faveur de la conjecture de Hodge, le the´ore`me 1 met donc
en e´vidence le comportement exceptionnel des classes alge´briques vis-a`-vis de la variation des
structures de Hodge.
Le the´ore`me 1 est l’aboutissement de l’e´tude des composantes des petite codimension du lieu
de Noether-Lefschetz mene´e dans [Gre], [V1], [V2] et [O1]. Il comple`te et ge´ne´ralise [O1], ou`
nous avons montre´ dans le cas Y = P2n+1
C
que sous les hypothe`ses du the´ore`me 1 les varie´te´s
N d,nλ,U sont constitue´es par des hypersurfaces contenant une sous-varie´te´ W de dimension n et de
degre´ infe´rieur a` (1 + ε)b, mais ou` nous ne savions pas montrer λ ∈ H(W ). Le cas Y = PN+1
C
,
n = [N/2] du the´ore`me 1 re´sout asymptotiquement la conjecture 1 de [O1].
0.3. Structure de la preuve.
0.3.1. Invariants alge´briques des varie´te´s de Hodge. La the´orie de Griffiths [Gri] et de Carlson,
Green, Griffiths et Harris [CCGH] rame`ne l’e´tude des variations infinite´simales de structures
de Hodge d’hypersurfaces suffisamment amples a` un proble`me alge´brique (section 1.1). Elle
de´crit notamment le lieu N d,nλ,U a` l’ordre 1 au voisinage de F , et cette description est exploite´e
dans [GH], [Gre], [V1] et [V2].
En raffinant cette e´tude nous de´crivons le lieu N d,nλ,U au voisinage de F par une suite Er
d’ide´aux gradue´s de l’alge`bre
⊕
i∈NH
0(Y,OY (i)) (section 1.2).
0.3.2. E´tude locale des varie´te´s de Hodge. Cette section ge´ne´ralise [O1].
Nous traduisons d’abord les proprie´te´s ge´ome´triques du lieuN d,nλ,U par des proprie´te´s alge´briques
des ide´aux Er (proposition 1).
D’autre part, l’e´tude asymptotique de la fonction de Hilbert de ces ide´aux (lorsque le degre´
d de l’hypersurface tend vers l’infini) permet de montrer qu’il existe un entier i petit devant d
tel que le lieu-base des e´le´ments homoge`nes de degre´ i de E0 est de dimension n (lemme 2).
En affinant notre e´tude, nous montrons ensuite par des techniques purement alge´briques que
l’ide´al E0 contient l’ide´al d’un sous-sche´ma V de Y de dimension pure n et de petit degre´
(proposition 2).
Nous supposons d assez grand et nous montrons graˆce aux propositions 1 et 2 que pour
tout r ∈ N∗ l’ide´al Er contient le produit d’un ide´al fixe (trivial lorsque V est re´duit) et de la
puissance (r + 1)-ie`me de l’ide´al IW du sche´ma re´duit W associe´ a` V (proposition 3). Enfin,
nous montrons W ⊂ XF (proposition 4).
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0.3.3. E´tude globale des varie´te´s de Hodge. Nous e´tudions l’image par transport plat de la classe
λF dans le lieu Vd(W ) des hypersurfaces lisses contenant W . Nous identifions l’espace tangent
en F a` Vd(W ) a` l’espace des e´le´ments homoge`nes de degre´ d de IW . Nous montrons ensuite
graˆce aux propositions 3 et 4 que les de´rive´es a` tout ordre en F de certaines e´quations de N d,nλ,U
le long du lieu Vd(W ) sont nulles (et meˆme de toutes les e´quations dans le cas ou` V est re´duit).
Nous en de´duisons par un argument d’unicite´ du prolongement analytique que la repre´sentation
de monodromie de π1(Vd(W ), F ) engendre´e par λ est contenue dans un petit sous-espace de
HN (XF ,C)ev (proposition 5).
La fin de la preuve repose alors sur un e´nonce´ de topologie que nous avons montre´ dans [O2] :
pour tout sous-sche´ma ferme´W de XF dont l’ide´al est engendre´ en degre´ petit devant d, l’action
de monodromie de π1(Vd(W ), F ) est triviale sur H(W ) et irre´ductible sur son orthogonal dans
HN (XF ,C)ev (proposition 6). La proposition 5 implique alors que la projection orthogonale de
λ sur H(W )⊥ est nulle, ce qui implique le the´ore`me 1.
0.3.4. Remarque. Dans [O1] nous conjecturons le re´sultat du the´ore`me 1 avec une borne sur d
line´aire en b, alors que la borne que nous obtenons n’est que polynomiale en b : l’obstruction
essentielle pour obtenir une borne line´aire vient de ce que nous ne savons pas borner line´airement
en b le degre´ du plus grand ge´ne´rateur de IW ; la borne polynomiale est obtenue graˆce au
lemme 5.
1. Invariants alge´briques des varie´te´s de Hodge
Les notations sont celles de la section 0.2.2. Posons
Si = H0(Y,OY (i)), S =
⊕
i∈N
Si et Ki = H0(Y,ΩN+1Y ⊗OY (i)), K =
⊕
i∈Z
Ki,
si bien que K est un S-module gradue´ de type fini. Plus ge´ne´ralement, pour tout S-module
gradue´ M nous notons M i ⊂M les e´le´ments homoge`nes de degre´ i.
1.1. Rappels sur les lieux de Hodge. Nous rappelons brie`vement une the´orie expose´e en
de´tail dans [Gri] et [CCGH].
1.1.1. The´orie de Griffiths. Nous avons une application re´sidu surjective
res : HN+1(Y \XF ,C)→ HN (XF ,C)ev.
Pour tout k ∈ Z et ω ∈ Kkd, la forme diffe´rentielle ω
F k
∈ H0(Y \XF ,ΩN+1Y \XF ) de´finit une classe[
ω
F k
] ∈ HN+1(Y \XF ,C). Nous notons φF,k(ω) = res [ ωF k ] son image dans HN (XF ,C)ev.
Griffiths a montre´ que si d est plus grand qu’une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de Y
et de O(1), cette construction donne pour tout k ∈ N∗ des applications surjectives
φF,k : K
kd → FN+1−kHN (XF ,C)ev
ou` nous avons pose´ F kHN (XF ,C)ev = F kHN (XF ,C) ∩ HN (XF ,C)ev pour k ∈ {1, . . . , N + 1}
et F kHN (XF ,C)ev = HN (XF ,C)ev pour k ≤ 0.
Nous supposerons dore´navant d ≥ C.
1.1.2. E´quations locales des varie´te´s de Hodge. Comme F kHN (XF ,C)ev est l’orthogonal de
FN+1−kHN (XF ,C)ev pour le cup-produit, la surjectivite´ de φF,k implique pour tout µF ∈
HN (XF ,C)ev
µF ∈ F kHN (XF ,C)ev ⇐⇒ ∀ω ∈ Kkd, µF ⌣ φF,k(ω) = 0,
ou` ⌣ de´signe le cup-produit.
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Supposons µF ∈ F kHN (XF ,C)ev. Alors pour tout G ∈ U
G ∈ N d,kµ,U ⇐⇒ ∀ω ∈ Kkd, µG ⌣ φG,k(ω) = 0.
La varie´te´ N d,kµ,U ⊂ U est donc de´finie par dim (Kkd) e´quations posssiblement redondantes.
1.2. De´formations a` tout ordre des lieux de Hodge. Nous fixons de´sormais n ∈ {1, . . . , N},
F ∈ Vd, U un voisinage ouvert simplement connexe de F dans Vd et λF ∈ FnHN (XF ,C)ev.
1.2.1. De´finition. Pour tout r ∈ N nous posons
Er =
{
P ∈ S• | ∀ω ∈ K(n+r+1)d−•, λF ⌣ φF,n+r+1(Pω) = 0
}
.
L’ide´al E0 a e´te´ e´tudie´ dans [Gre] et l’ide´al E1 dans [O1].
1.2.2. Description alternative des ide´aux Er. Nous choisissons des cycles γF,i, i ∈ {1, . . . , t}, t =
hN (XF ), dont les classes [γF,i] forment une base de HN (XF ,Q). Nous notons λ∨F ∈ HN (XF ,C)
l’image de λF ∈ HN (XF ,C)ev par la dualite´ de Poincare´ et (λ1, . . . , λt) les coordonne´es com-
plexes de λ∨F : nous avons λ
∨
F =
∑t
i=1 λi[γF,i].
Nous choisissons ensuite des cycles Tub γi, i ∈ {1, . . . , t}, a` support dans Y \ XF dont les
classes [Tub γi] sont les images des [γF,i] par l’application tube : HN (XF ,Z)→ HN+1(Y \XF ,Z).
Quitte a` restreindre le voisinage U ⊂ Vd de F , nous supposons que pour tout G ∈ U et
pour tout i ∈ {1, . . . , t} nous avons XG ∩ Tub γi = ∅. La classe de Tub γi dans HN+1(Y \
XG,Z) s’identifie alors a` l’image par l’application tube de [γG,i] ∈ HN (XG,Z), image de [γF,i] ∈
HN (XF ,Z) par transport plat dans U .
Pour tout k ∈ N∗ et pour tout ω ∈ Kkd nous avons donc
λG ⌣ φG,k(ω) =
t∑
i=1
λi
∫
γG,i
φG,k(ω) =
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
ω
Gk
.
En particulier, nous en de´duisons pour tout r ∈ N
Er =
{
P ∈ S• | ∀ω ∈ K(n+r+1)d−•,
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
Pω
Fn+r+1
= 0
}
.
1.2.3. Interpre´tation ge´ome´trique. L’ide´al Er ⊂ S de´crit le lieu N d,nλ,U a` l’ordre r + 1 au voisi-
nage de F . Plus pre´cise´ment, si τF : TFU → Sd de´signe l’isomorphisme canonique, pour tout
(~v1, . . . , ~vr+1) ∈ (TFU)r+1 les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(1) ∀ω ∈ Knd, ∂
∂~v1
· · · ∂
∂~vr+1
(G 7→ λG ⌣ φG,n(ω))(F ) = 0
(2) τF (~v1) · · · τF (~vr+1) ∈ Ed(r+1)r+1 .
Remarquons que Er 6= S de`s que λF 6∈ Fn+r+1HN (XF ,C)ev.
1.2.4. Point de vue dual. Pour tout r ∈ N nous pouvons de´finir le module gradue´
Mr =
{
ω ∈ K• | ∀P ∈ S(n+r+1)d−•, λF ⌣ φF,n+r+1(Pω) = 0
}
.
L’espace φF,n+r+1
(
M
(n+r+1)d
r
)
est alors l’espace
⊕
i∈{n+r+1,...,N}H
i,N−i(λF ) e´tudie´ dans [CCGH]
et [GH].
L’ide´al Er est l’annulateur du module K/Mr et la forme line´aire ω 7→ λF ⌣ φF,n+r+1(ω) sur
K(n+r+1)d induit une dualite´ parfaite
(K/Mr)
• ⊗ (S/Er)(n+r+1)d−• → C.
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1.2.5. Les ide´aux Er,i. Le S-module gradue´ K est de type fini ; il est donc engendre´ en degre´
infe´rieur a` un entier m ∈ N qui ne de´pend que de Y et de OY (1).
Posons u = dimKm et choisissons une base (ω1, . . . , ωu) de K
m. Pour tout i ∈ {1, . . . , u}
posons
Er,i =
{
P ∈ S• | ∀Q ∈ S(n+r+1)d−m−•, λF ⌣ φF,n+r+1(PQωi) = 0
}
.
L’ide´al Er,i est l’annulateur du module Sωi/(Mr ∩ Sωi). Lorsque Er,i 6= S, la forme line´aire
P 7→ λF ⌣ φF,n+r+1(Pωi) sur S(n+r+1)d−m est non nulle et l’ide´al Er,i est Gorenstein de degre´
du socle (n + r + 1)d − m (voir section 5.1.2 pour la de´finition d’un ide´al Gorenstein). Nous
avons
Er =
u⋂
i=1
Er,i.
2. Description locale des varie´te´s de Hodge
2.1. Proprie´te´s des ide´aux Er issues de la ge´ome´trie. Dans cette section nous e´nonc¸ons
les proprie´te´s alge´briques des ide´aux Er qui re´sultent de leur interpre´tation ge´ome´trique.
Les notations sont celles de la section 1.2. Pour tout ide´al I ⊂ S et pour r ∈ N nous
notons (I)r la puissance r-ie`me de I (par opposition a` Ir, qui de´signe l’ensemble des e´le´ments
homoge`nes de degre´ r de I).
2.1.1. De´rivation des e´le´ments de S. Soit C∗Y ⊂ H0(Y,O(1))∨ le coˆne prive´ de l’origine de Y ⊂
PH0(Y,O(1))∨. Soit π : C∗Y → Y la projection naturelle. Pour tout a ∈ C∗, soit ha : C∗Y → C∗Y
l’homothe´tie de rapport a. Soit TY le faisceau tangent de Y et soit TC∗
Y
le faisceau tangent
de C∗Y . Enfin, pour tout i ∈ Z nous notons T˜ i ⊂ H0(C∗Y ,TC∗Y ) le sous-espace des sections v˜
ve´rifiant (ha)∗v˜ = a
−iv˜ pour tout a ∈ C∗. Si nous identifions S a` un sous-anneau de l’anneau
des fonctions sur C∗Y alors le S-module gradue´ T˜ =
⊕
i∈Z T˜
i de´finit un faisceau localement libre
T˜Y sur Y (si bien que H0(Y, T˜Y ⊗OY (i)) = T˜i) qui s’inse`re dans la suite exacte
0→ OY → T˜Y → TY → 0.
La de´rive´e de Lie le long d’un champ de vecteurs sur C∗Y donne pour tous les entiers relatifs i
et j une application
T˜ i × Sj → Si+j , (v˜, P ) 7→ Lv˜P.
2.1.2. E´nonce´. La proposition 1 ci-dessous est une adaptation de la proposition 3 de [O1] qui
traite le cas Y = PN+1 et n = N/2. La premie`re assertion est une traduction alge´brique de
la transversalite´ de Griffiths. La seconde est une conse´quence de la formule de Leibniz pour
la de´rivation et s’inspire de l’e´nonce´ (3.4.6) de [V2]. Enfin la troisie`me traduit le fait que les
formes diffe´rentielles exactes ont une classe de cohomologie nulle. La preuve de la proposition 1
occupe la section 4.
Proposition 1. Pour tout r ∈ N ∪ {−1} nous avons, avec la convention E−1 = S,
(1) Er = (Er+1 : F ).
(2) Pour un point ge´ne´rique F de (N d,nλ,U )red nous avons (Er)2τF
(
TF (N d,nλ,U )red
)
⊂ Er+1.
(3) Pour tout P ∈ E•r et pour tout v˜ ∈ T˜ j nous avons
(Lv˜P )F − (n+ r + 1)PLv˜F ∈ E•+d+jr+1 .
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2.1.3. Les ide´aux Er et l’ide´al jacobien. Le S-module T˜ est de type fini, il est donc engendre´
en degre´ infe´rieur a` un entier s ∈ N qui ne de´pend que de Y et de OY (1). Soit JF l’ide´al
jacobien de F , engendre´ par F et par les de´rive´es partielles Lv˜F , v˜ ∈ T˜ , donc engendre´ en
degre´ infe´rieur a` d + s. Comme XF est lisse, l’ide´al JF est sans points base. Les assertions 1
et 3 de la proposition 1 (pour r = −1 et P=1) impliquent donc
Corollaire. JF ⊂ E0 ; en particulier Ed+s0 est sans points-base.
2.2. E´tude asympotique de la fonction de Hilbert des ide´aux Er. Dans cette section
nous conside´rons le proble`me purement alge´brique suivant.
2.2.1. Donne´e agle´brique. Soit S l’alge`bre gradue´e d’un sche´ma projectif lisse Y de dimension
N + 1 muni d’un faisceau inversible tre`s ample OY (1). Nous fixons des entiers strictement
positifs u, s, m, b, d et n ∈ {1, . . . , N}. Nous conside´rons les ide´aux homoge`nes I ⊂ S ve´rifiant
(1) Id+s est sans points base,
(2) il existe un entier D ≥ (n+1)d−m et des ide´aux Gorenstein Ii, i ∈ {1, . . . , u} de degre´
du socle D tels que I =
⋂u
i=1 Ii et
(3) dim(Sd/Id) ≤ bdn
n!
2.2.2. Motivation. Nous adoptons les notations de la section 1.2. Nous supposons de plus
codim (N d,nλ,U , U) ≤ b
dn
n!
comme dans l’hypothe`se du the´ore`me 1. L’e´nonce´ du the´ore`me 1 e´tant stable par transport
plat, nous pouvons supposer sans perdre en ge´ne´ralite´ F ∈ N d,nλ,U ge´ne´rique et par conse´quent
λF 6∈ Fn+1HN (XF ,C)
(si λF ∈ Fn+1HN (XF ,C) pour F ge´ne´rique, nous aurions codim (N d,n+1λ,U , U) ≤ b(n+1)d d
n+1
(n+1)! ,
l’e´tude de N d,n+1λ,U se heurterait a` une contradiction pour d > b(n + 1) de`s la proposition 2).
Nous avons alors Er 6= S pour tout r ∈ N.
L’ide´al I = E0 ve´rifie alors la donne´e alge´brique 2.2.1 et les ide´aux Er ve´rifient l’assertion 2
de la donne´e alge´brique 2.2.1. En effet, l’assertion 1 pour E0 est donne´e par le corollaire de
la proposition 1. L’assertion 2 pour Er re´sulte par la section 1.2.5 de ce que Er 6= S. Enfin,
l’assertion 3 pour E0 re´sulte des isomorphismes τF : TFU ≃ Sd et τF : TFN d,nλ,U ≃ Ed0 . Nous
verrons aussi que les ide´aux Er ne sont pas loin de ve´rifier l’assertion 3.
Les entiers u, s et m ainsi que l’alge`bre S ne de´pendent que de Y et de OY (1).
2.2.3. E´nonce´. L’assertion 1 de proposition 2 ci-dessous ge´ne´ralise la proposition 1 de [O1] qui
traite le cas Y = PN+1
C
et I Gorenstein. Elle repose sur la comparaison pour k → ∞ entre
la fonction de Hilbert k 7→ dim Sk/Ik et la dimension des lieux base des syste`mes line´aires
Ik ⊂ Sk. L’assertion 2 repose sur une majoration asymptotique de la re´gularite´ des ide´aux √IV
et q au sens de Bayer et Mumford. La preuve de la proposition 2 occupe la section 5.
Proposition 2. Pour tout ε ∈ R∗+ il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de ε, S,
u, s et m, telle que pour tout d ≥ Cb et pour tout ide´al homoge`ne I ⊂ S ve´rifiant la donne´e
alge´brique 2.2.1 l’assertion suivante est vraie.
Il existe un sche´ma V ⊂ Y de dimension pure n et de degre´ infe´rieur a` (1 + ε)b tel que
(1) l’ide´al IV de V est inclus dans I
(2) les ide´aux IW et q sont engendre´s en degre´ infe´rieur a` Cb
a, ou` IW de´signe l’ide´al de
W = V red, q est de´fini ci-dessous et a = 2h
0(Y,O(1))−1.
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2.2.4. De´finition de l’ide´al q. Comme V est de dimension pure n, IV est une intersection finie
d’ide´aux primaires de hauteur n note´s Pi, et IW est une intersection finie d’ide´aux premiers
note´s pi, ou` pi =
√
Pi. Pour tout i, nous notons bi la longueur de l’anneau artinien (S/IV )pi =
(S/Pi)pi et δi le degre´ du sche´ma V (pi). Nous avons (pi)
bi ⊂ Pi ; soit βi < bi le plus grand entier
tel que (pi)
βi 6⊂ Pi. Nous posons q =
∏
i(pi)
βi et β =
∑
i βiδi. Nous avons β ≤
∑
i δi(bi − 1) =
deg V − deg V red ≤ (1− ε)b.
Nous avons qIW ⊂ IV et si V est re´duit, alors q = S.
2.3. Les ide´aux Er et le sche´ma V . Les notations sont celles de la section 1.2. Nous sup-
posons satisfaites les hypothe`ses de la section 2.2.2. Comme F ∈ N d,nλ,U est ge´ne´rique nous
pouvons supposer sans perdre en ge´ne´ralite´ que F ve´rifie l’assertion 2 de la proposition 1.
L’ide´al E0 ve´rifie la donne´e alge´brique 2.2.1. Nous fixons ε ∈ R∗+ et nous supposons d ≥ Cba,
ou` a = 2h
0(Y,O(1))−1 et ou` C est la constante donne´e par la proposition 2. Nous notons V et
W = V red les sche´mas associe´s a` E0 par la proposition 2.
La proposition 3 et la proposition 4 ci-dessous ge´ne´ralisent alors respectivement le lemme 2
et le the´ore`me 2 de [O1]. Les preuves occupent respectivement les sections 6 et 7.
Proposition 3. Il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de ε, de Y et de OY (1) telle
que pour tout d ≥ Cba et pour tout r ∈ N nous avons q(IW )r+1 ⊂ Er.
Proposition 4. Supposons n ≤ [N/2]. Il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de ε,
de Y et de OY (1) telle que pour tout d ≥ Cba nous avons F ∈ IW .
3. Description globale des varie´te´s de Hodge
3.1. Notations et rappels de topologie. Les notation sont celle de la section 0.2.1.
Le groupe π1(Vd, F ) agit par monodromie sur HN (XF ,C). Plus pre´cise´ment, la the´orie de
Lefschetz affirme que la repre´sentation de monodromie de π1(Vd, F ) sur HN (XF ,C) est somme
directe de la repre´sentation triviale sur j∗FH
N (Y,C) et d’une repre´sentation irre´ductible sur
HN (XF ,C)ev.
SiW est une sous-varie´te´ deXF de dimension n, nous notons Vd(W ) ⊂ Vd l’espace parame´trant
les hypersurfaces lisses contenant W . Nous e´tudions l’action de monodromie de π1(Vd(W ), F )
sur HN (XF ,C) : pour tout sous-ensemble E ⊂ HN (XF ,C)ev nous notons H(E) ⊂ HN (XF ,C)ev
la π1(Vd(W ), F )-repre´sentation engendre´e par E et E⊥ ⊂ HN (XF ,C)ev l’orthogonal de E pour
le cup-produit.
3.2. E´tude de H(λF ). Nous adoptons les notations et les hypothe`ses des sections 2.3 et 3.1.
Nous supposons d ≥ Cba, ou` C ∈ R∗+ est une constante ve´rifiant les propositions 2, 3 et 4.
L’ide´e de la proposition 5 ci-dessous est de conside´rer les e´quations de N d,nλ,U donne´es par
les e´le´ments de degre´ nd de qK (voir la section 1.1.2). La proposition 3 implique alors que les
de´rive´es en F a` tout ordre le long de TFVd(W ) de ces e´quations sont nulles. Par unicite´ du
prolongement analytique nous en de´duisons une condition sur les images par transport plat
dans Vd(W ) de la classe λF .
Proposition 5. H(λF ) ⊂ φF,n(qKnd)⊥.
Preuve. — Soient Q ∈ q et ω ∈ K des e´le´ments homoge`nes dont la somme des degre´s est nd.
Comme λF ∈ FnHN (XF ,C), nous avons λF ⌣ φF,n(Qω) = 0.
Lemme 1. Soit UW un voisinage simplement connexe de F dans Vd(W ). Pour tout G ∈ UW
nous avons λG ⌣ φG,n(Qω) = 0, ou` λG de´signe l’image de λF dans H
N (XG,C) par transport
plat dans UW .
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Preuve. — La fonction UW → C, G 7→ λG ⌣ φG,n(Qω) est analytique et s’annule en G = F .
Par unicite´ du prolongement analytique, il suffit de montrer que pour tout r ∈ N et pour tout
~v ∈ TFUW nous avons
(
∂
∂~v
)r+1
(G 7→ λG ⌣ φG,n(Qω))(F ) = 0.
Or d’apre`s la section 1.2.2, nous avons(
∂
∂~v
)r+1
(G 7→ λG ⌣ φG,n(Qω))(F ) =
(
∂
∂~v
)r+1(
G 7→
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
Qω
Gn
)
(F )
=
(−1)r+1(n+ r)!
(n− 1)!
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
τF (~v)
r+1Qω
F r+n+1
.
Comme ~v ∈ TFUW , donc τF (~v) ∈ IW et donc (τF (~v))r+1Q ∈ (IW )r+1q, d’apre`s la proposition 3
nous avons (τF (~v))
r+1Q ∈ Er, donc
(
∂
∂~v
)r+1
(G 7→ λG ⌣ φG,n(Qω))(F ) = 0. ✷
Fin de la preuve de la proposition 5. — Soit pW : V˜d(W )→ Vd(W ) le reveˆtement universel de
Vd(W ) et soit F˜ ∈ p−1W (F ). Pour toutG ∈ Vd(W ) et G˜ ∈ p−1W (G) nous notons λF˜ ,G˜ ∈ HN (XG,C)
l’image de λF par transport plat le long de l’image par pW d’un chemin reliant F˜ a` G˜. Le lieu
N˜λ,µ = {G˜ ∈ V˜d(W ) | λF˜ ,G˜ ⌣ φG,n(Qω) = 0} est un sous-ferme´ analytique de V˜d(W ) ; comme
V˜d(W ) est irre´ductible, le lemme 1 implique N˜λ,µ = V˜d(W ). En particulier, N˜λ,µ contient
p−1W (F ), ce qui implique H(λF ) ⊂ φF,n(Qω)⊥. ✷
Remarque. — Lorsque V est re´duit la proposition 5 donne H(λF ) ⊂ FnHN (XF ,C)ev. Plus
pre´cise´ment, la preuve implique qu’alors Vd(W ) est inclus dans N d,nλ,U .
3.3. Un e´nonce´ de monodromie. Nous adoptons les notations des sections 3.1 et 0.2.1.
Pour toute sous-varie´te´ W de XF de dimension n l’espace H(W ) est π1(Vd(W ), F )-invariant,
et comme H(W ) ⊂ Hn,n(XF )ev, le the´ore`me d’indice de Hodge implique que la restriction
du cup-produit a` H(W ) est non de´ge´ne´re´e et nous avons l’e´galite´ de π1(Vd(W ), F )-modules
HN (XF ,C)ev = H(W )⊕H(W )⊥.
Nous supposons n ∈ {1, . . . , [N/2]} et nous notons e ∈ N le plus petit entier tel que W
est engendre´ en degre´ strictement infe´rieur a` e. Remarquons que lorsque W est donne´ par la
proposition 2, nous avons e ≤ Cba + 1. Nous avons montre´ dans [O2] :
Proposition 6. Il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de Y et de OY (1), telle que
pour tout d ≥ Ce la π1(Vd(W ), F )-repre´sentation de monodromie sur HN (XF ,C)ev est
(1) irre´ductible pour N > 2n ;
(2) somme directe d’une repre´sentation triviale sur H(W ) et d’une repre´sentation irre´ductible
sur H(W )⊥ pour N = 2n.
3.4. Preuve du the´ore`me 1. Nous adoptons les hypothe`ses du the´ore`me 1. Nous fixons
ε ∈ R∗+ et nous supposons d ≥ Cba, ou` C ∈ R∗+ est une constante ve´rifiant les propositions 5
et 6.
Nous avons φF,n(qK
nd) 6= 0 (en effet, si nous choisissons par exemple ω ∈ Kd−β et Q ∈ qβ
tels que la section Qω ∈ Kd ne s’annule pas sur XF , la classe φF,n(Fn−1Qω) = res
[
Qω
F
]
est
non nulle), donc φF,n(qK
nd)⊥ 6= HN (XF ,C)ev.
Si 2n < N , l’assertion 1 de la proposition 6 implique H(λF ) = H
N (XF ,C)ev, or la proposi-
tion 5 implique φF,n(qK
nd)⊥ = HN (XF ,C)ev, contradiction : la classe λF n’existe pas.
Si 2n = N , supposons par l’absurde λF 6∈ H(W ). Il existe alors des classes γF ∈ H(W ) et
νF ∈ H(W )⊥ \ {0} telles que λF = γF + νF . D’une part, comme dim H(W )⊥ > 1, l’assertion 2
de la proposition 6 implique que la π1(Vd(W ), F )-repre´sentation sur H(W )⊥ est irre´ductible et
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non triviale, donc H(λF ) = CγF ⊕H(W )⊥, ce qui implique H(W )⊥ ⊂ H(λF ) ⊂ φF,n(qKnd)⊥
d’apre`s la proposition 5. D’autre part nous avons H(W ) ⊂ FnHN (XF ,C)ev ⊂ φF,n(qKnd)⊥.
Nous avons donc H(W )⊥ ⊕H(W ) ⊂ φF,n(qKnd)⊥, donc φF,n(qKnd)⊥ = HN (XF ,C)ev, contra-
diction. Donc λF ∈ H(W ). ✷
4. Preuve de la proposition 1
L’assertion 1 de la proposition 1 est e´vidente.
4.1. Preuve de l’assertion 2. Pour tout G ∈ N d,nλ,U de´finissons l’ide´al Er(G) associe´ a` la classe
λG, par analogie avec l’ide´al Er = Er(F ) associe´ a` la classe λF . Pour tout k ∈ N posons
Ekr =
{
(P,G) ∈ Sk × (N d,nλ,U )red | P ∈ Ekr (G)
}
.
Nous choisissons un point lisse F ∈ (N d,nλ,U)red tel que pour tout k ∈ N il existe un voisinage
lisse Ur,k de F dans (N d,nλ,U )red tel que la restriction de la projection prk : Ekr → (N d,nλ,U )red a`
pr−1k (Ur,k) est un fibre´ trivial.
Soient i et j deux entiers positifs, P ∈ Eir, Q ∈ Ejr et R = τF (~r), avec ~r ∈ TF (N d,nλ,U )red :
nous devons montrer PQR ∈ Er+1.
Posons Ur,i,j = Ur,i ∩ Ur,j : nous avons des fibre´s triviaux pri : pr−1i (Ur,i,j) → Ur,i,j et
prj : pr
−1
j (Ur,i,j)→ Ur,i,j, ils posse`dent donc des sections P : Ur,i,j → pr−1i (Ur,i,j) et Q : Ur,i,j →
pr−1j (Ur,i,j), telles que P(F ) = P et Q(F ) = Q ; nous identifions ces sections a` des fonctions
analytiques P : Ur,i,j → Si et Q : Ur,i,j → Sj telles que P(G) ∈ Eir(G) et Qi(G) ∈ Ejr(G) pour
tout G ∈ Ur,i,j.
Pour tout ω ∈ K(n+r+1)d−i−j la fonction
Ur,i,j → C, G 7→
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
P(G)Q(G)ω
Gn+r+1
est identiquement nulle ; en la de´rivant en F le long du vecteur ~r nous obtenons l’e´galite´
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
(
∂P
∂~r
(F )Qω
Fn+r+1
+
P ∂Q
∂~r
(F )ω
Fn+r+1
− (n+ r + 1) RPQω
Fn+r+2
)
= 0.
Comme P ∈ Eir et Q ∈ Ejr , les deux premiers termes sont nuls, ce qui implique l’assertion 2. ✷
4.2. Preuve de l’assertion 3. Notons KC∗
Y
le faisceau canonique de C∗Y . Pour tout i ∈ Z
notons K˜i ⊂ H0(C∗Y ,KC∗Y ) le sous-espace des sections ω ve´rifiant h∗aω = aiω pour tout a ∈ C∗.
Si ~e ∈ T˜ 1 de´signe le champ d’Euler (radial et invariant par homothe´tie), nous avons pour tout
i ∈ Z des isomorphismes canoniques Int~e : K˜i → Ki.
Soient P ∈ Er, v˜ ∈ T˜ et ω ∈
⊕
j∈Z K˜j des e´le´ments homoge`nes dont la somme des degre´s est
e´gale a` (n+ r+1)d. Nous avons l’e´galite´ des (N +1)-formes diffe´rentielles homoge`nes de degre´
0 sur C∗Y \ π−1(XF ) :
Lv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
=
PLv˜ ω
Fn+r+1
+
(Lv˜P )ω
Fn+r+1
− (n+ r + 1)(Lv˜F )Pω
Fn+r+2
.
Nous e´tudions l’image par Int~e de cette e´galite´, que nous interpre´tons comme une e´galite´ entre
formes diffe´rentielles sur Y \XF .
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En appliquant deux fois la formule de Cartan-Lie L = D ◦ Int+ Int ◦D a` l’image par Int~e du
membre de gauche, nous obtenons successivement :
Int~e Lv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
= Int~eD Intv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
= −D Int~e Intv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
(la premie`re e´galite´ re´sulte de ce que D
(
Pω
Fn+r+1
)
= 0, puisque ω est de degre´ maximal, et
la seconde de ce que L~e Intv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
= 0, puisque la forme diffe´rentielle Intv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
est
invariante par homothe´tie). En particulier, la forme Int~e Lv˜
(
Pω
Fn+r+1
)
est exacte.
Nous avons donc
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
(
P Int~e Lv˜ ω
Fn+r+1
+
(Lv˜P )Int~e ω
Fn+r+1
− (n+ r + 1)(Lv˜F )P Int~e ω
Fn+r+2
)
= 0.
Comme P ∈ E•r , le premier terme est nul, donc
t∑
i=1
λi
∫
Tub γi
(Lv˜P )F Int~eω − (n+ r + 1)(Lv˜F )P Int~eω
Fn+r+2
= 0.
Ceci implique l’assertion 3, par de´finition de l’ide´al Er+1. ✷
5. Preuve de la proposition 2
5.1. Notations et rappels. Les notations sont celles de la section 2.2.1. Nous posons A =
dim S1 = h0(Y,O(1)) et nous notons S l’alge`bre des polynoˆmes a` A variables. Le plongement
Y ⊂ PA−1
C
donne´ par OY (1) identifie S a` un quotient de S.
5.1.1. Lieu-base d’un ide´al. Soit I ⊂ S un ide´al homoge`ne. Pour tout i ∈ {0, . . . , N + 1} nous
notons li(I) ∈ N∪∞ le plus petit nombre l ∈ N∪∞ tel que le lieu-base de I l est de dimension
infe´rieure ou e´gale a` N − i (en convenant que la partie vide est de dimension −1). De manie`re
e´quivalente li(I) est le plus grand nombre l ∈ N∪∞ tel que le lieu-base de I l−1 est de dimension
supe´rieure ou e´gale a` N − i + 1. Nous avons l0(I) ≤ · · · ≤ lN+1(I). L’ide´al I est sans points
base si et seulement si lN+1(I) <∞ ; le cas e´che´ant l’ide´al I contient une intersection comple`te
de multidegre´ (l0(I), . . . , lN+1(I)).
5.1.2. Ide´aux Gorenstein. Nous disons que l’ide´al I ⊂ S est Gorenstein de degre´ du socle D si
ID+1 = SD+1 et s’il existe une forme line´aire Λ ∈ (SD)∨ telle que pour tout d ∈ {0, . . . ,D}
nous avons
Id = {P ∈ Sd | ∀Q ∈ SD−d, Λ(PQ) = 0}.
Remarquons que l’ide´al I ⊂ S est Gorenstein si et seulement si sa pre´image dans S l’est. La
forme line´aire Λ induit alors pour tout d ∈ {0, . . . ,D} un isomorphisme canonique Sd/Id ≃
(SD−d/ID−d)∨.
Soient I et I ′ deux ide´aux Gorenstein associe´s aux formes line´aires Λ ∈ (SD)∨ et Λ′ ∈
(SD
′
)∨. Supposons I ⊂ I ′ (donc D ≥ D′). Alors l’image de Λ′ dans (SD′/ID′)∨ s’identifie via
l’isomorphisme induit par Λ a` un polynoˆme F¯ ∈ SD−D′/ID−D′ . Pour tout polynoˆme Q ∈ SD′ ,
nous avons Λ′(Q) = Λ(QF ), ou` F ∈ SD−D′ est un releve´ de F¯ . Nous avons donc I ′ = (I : F ).
5.1.3. Intersections comple`tes. Soit I ⊂ S un ide´al homoge`ne intersection comple`te sans points
base. Lorsque S est une alge`bre de polynoˆmes, l’ide´al I est Gorenstein de degre´ du socle∑N+1
i=0 (li(I) − 1). Pour S quelconque l’ide´al I n’est pas en ge´ne´ral Gorenstein. Cependant,
il existe toujours une constante C qui ne de´pend que de S telle que I co¨ıncide avec S en degre´∑N+1
i=0 li(I) + C.
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5.2. Ge´ne´ralisation des re´sultats de [O1]. Les notations sont celles des sections 2.2.1 et 5.1.
Les lemmes 2 et 3 ci-dessous ge´ne´ralisent respectivement le lemme 1 et la proposition 1 de [O1]
auquels leurs preuves se rame`ment. Ces lemmes serviront dans les sections 6 et 7. L’assertion 1
du lemme 3 est l’assertion 1 de la proposition 2. Les assertions 2 et 3 du lemme 3 serviront a`
la preuve de l’assertion 2 de la proposition 2, qui occupe la section 5.3.
Lemme 2. Pour tout ε ∈ R∗+ il existe une constante C ∈ N∗ qui ne de´pend que de ε, S, u et
m, telle que pour tout d ≥ Cb et pour tout ide´al homoge`ne I ⊂ S ve´rifiant les assertions 2 et 3
de la donne´e alge´brique 2.2.1, nous avons lj(I) ≤ εd pour tout j ∈ {0, . . . , N − n}.
Preuve. — Dans le cas ou` l’ide´al I est Gorenstein, la preuve du lemme 2 est calque´e sur celle
du lemme 1 de [O1]. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit : conside´rons l’ide´al
∏u
i=1 Ii ⊂ I : pour tout
j ∈ {0, . . . , N − n} nous avons lj(I) ≤ lj(
∏u
i=1 Ii) ≤
∑u
i=1 lj(Ii) ; le lemme 2 pour les ide´aux
Gorenstein Ii, i ∈ {1, . . . , u} et pour εu au lieu de ε donne lj(Ii) ≤ εud, donc lj(I) ≤ εd. ✷
Lemme 3. Pour tout ε ∈ R∗+ il existe une constante C ∈ N∗ qui ne de´pend que de ε, S,
u, s et m, telle que pour tout d ≥ Cb et pour tout ide´al homoge`ne I ⊂ S ve´rifiant la donne´e
alge´brique 2.2.1, il existe un sche´ma V ⊂ Y de dimension pure n et de degre´ infe´rieur a` (1+ε)b,
d’ide´al IV ⊂ S, tel que les assertions suivantes sont vraies
(1) IV ⊂ I,
(2) IV = (F1, . . . ,FA−n−1 : G), ou` IV de´signe la pre´image de IV dans S, ou` les Fi,
i ∈ {1, . . . , A − n − 1} sont des polynoˆmes homoge`nes de S de degre´ au plus deg V
en intersection comple`te, et ou` G est un polynoˆme homoge`ne de S de degre´ au plus
(A− n− 1) deg V + C,
(3) les ide´aux I et IV co¨ıncident en degre´ infe´rieur a` d− (A− n− 1) deg V − C.
Preuve. — Dans le cas ou` l’ide´al I est Gorenstein, la preuve du lemme 3 est calque´e sur celle
de la proposition 1 de [O1]. Nous allons en de´duire le cas ge´ne´ral.
Pour tout i ∈ {1, . . . , u} l’ide´al Ii est de´fini par une forme line´aire Λi ∈ (SD)∨. Soit L ⊂ (SD)∨
l’espace vectoriel engendre´ par les Λi ; posons L
∗ = L\{0}. Pour tout Λ ∈ L∗, l’ide´al IΛ associe´
a` Λ est Gorenstein et ve´rifie la donne´e alge´brique 2.2.1 ; soit VΛ le sche´ma associe´. Posons
V =
⋃u
i=1 VΛi . C’est un sche´ma de dimension pure n et comme I =
⋂u
i=1 Ii, son ide´al co¨ıncide
avec I en degre´ infe´rieur a` d− (A− n− 1) deg V − C.
Comme I =
⋂
Λ∈L∗ IΛ, nous avons V =
⋃
Λ∈L∗ VΛ. Pour tout sous-sche´ma strict V
′ de V ,
l’espace {Λ ∈ L∗ | VΛ ⊂ V ′} ∪ {0} est donc un sous-espace vectoriel strict de L ; pour Λ ∈ L∗
n’appartenant pas a` un nombre fini de sous-espaces vectoriels stricts parame´tre´s par les sous-
sche´mas stricts de V de dimension pure n nous avons donc VΛ = V . Le lemme 3 pour IΛ
implique alors le lemme 3 pour I. ✷
5.3. Les ide´aux IW et q sont engendre´s en petit degre´. Dans cette section nous montrons
l’assertion 2 de la proposition 2. Nous supposons ve´rifie´es les hypothe`ses nume´riques de la
proposition 2. Les notations sont celles de la section 2.2.4.
Lemme 4. (1) Pour tout j ∈ {0, . . . , N − n} nous avons lj(q) ≤ β.
(2) Pour Q ∈ qβ ge´ne´rique nous avons IW = (IV : Q).
Preuve. — Comme V (pi) est re´duit et que l’ide´al pi contient en degre´ δi les e´quations des coˆnes
de base V (pi), les sche´mas V (pi) et V
(
pi
δi
)
ont meˆme point ge´ne´rique.
L’espace
∏
i
(
pi
δi
)βi a donc pour lieu-base le sche´ma⋃i V (piδi) de dimension n. Or∏i (piδi)βi ⊂
qβ , donc V (qβ) ⊂ ⋃i V (piδi) ce qui implique l’assertion 1.
Comme piSpi = pi
δiSpi et (pi)
βiSpi 6⊂ PiSpi, nous avons
(
pi
δi
)βiSpi 6⊂ PiSpi . Donc pour
Qi ∈
(
pi
δi
)βi ge´ne´rique QiSpi 6⊂ PiSpi . Donc (PiSpi : Qi) est un ide´al strict de Spi . Donc
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(PiSpi : Qi) ⊂ piSpi. Comme (Pi : Qi) est primaire, nous en de´duisons (Pi : Qi) ⊂ pi.
Re´ciproquement, comme Qi ∈ (pi)βi , nous avons Qipi ⊂ (pi)βi+1 ⊂ Pi, donc pi ⊂ (Pi : Qi).
Finalement pi = (Pi : Qi). Posons Q =
∏
iQi. L’assertion 2 re´sulte de ce que IW =
⋂
i pi =⋂
i(Pi : Qi) = (IV : Q). ✷
Lemme 5. Il existe une constante C qui ne de´pend que de ε, S, u, s et m, telle que les ide´aux
IW et q sont engendre´s en degre´ infe´rieur a` Cb
a, ou` a = 2A−1.
Preuve. — D’apre`s l’assertion 2 du lemme 3, nous avons IV = (F0, . . . ,FA−n−1 : G), ou` les Fi
sont en intersection comple`te et ve´rifient degFi ≤ (1+ε)b, et ou` deg G ≤ (A−n+1)(1+ε)b+C ′,
ou` C ′ est la constante donne´e par le lemme 3. Notons IW la pre´inage de IW ⊂ S dans S.
L’assertion 2 du lemme 4 implique IW = (F0, . . . ,FA−n−1 : GQ), ou` Q de´signe une pre´image
de Q ∈ S dans S, et ou` deg GQ = degG + degQ ≤ (A − n + 1)(1 + ε)b + C ′ + (1 + ε)b ≤
(A− n+ 2)(1 + ε)b+ C ′. La suite exacte
0 −→ S/IW [− deg GQ] ·GQ−→ S/(F0, . . . ,FA−n−1) −→ S/(F0, . . . ,FA−n−1,GQ) −→ 0
implique que la re´gularite´ au sens de Mumford-Castelnuovo (cf. [Ba-Mu], de´finition 3.2) de IW
est majore´e par celle des ide´aux (F0, . . . ,FA−n−1) et (F0, . . . ,FA−n−1,GQ). Or ces ide´aux sont
engendre´s en degre´ infe´rieur a` (A − n + 2)(1 + ε)b + C ′. D’apre`s [Ba-Mu], the´ore`me 3.7, la
re´gularite´ de IW est donc majore´e par (2(A− n+ 2)(1 + ε)b+C ′)2A−2 ; donc IW est engendre´
en degre´ infe´rieur a` (2(A − n+ 2)(1 + ε)b+ C ′)2A−2 , ce qui de´montre le lemme 5 pour IW .
Pour tout i nous notons Gi une pre´image dans S d’un e´le´ment ge´ne´rique de pδii . Nous posons
Qi = Q
∏
j 6=i Gj : nous avons alors degQi ≤ deg V et pi = (IV : Qi). En remplac¸ant Q par Qi
dans le raisonnement ci-dessus nous obtenons que l’ide´al pi est engendre´ en degre´ infe´rieur a`
(2(A−n+2)(1+ε)b+C ′)2A−2 . Comme∑i βi ≤ (1+ε)b, l’ide´al q =∏i(pi)βi est donc engendre´
en degre´ infe´rieur a` (1 + ε)b(2(A − n + 2)(1 + ε)b+ C ′)2A−2 , ce qui de´montre le lemme 5 pour
q. ✷
6. Preuve de la proposition 3
Nous invitons le lecteur a` supposer V re´duit en premie`re lecture (nous avons alors q = S).
Soit γ le plus petit entier tel que les ide´aux IW et q sont engendre´s en degre´ infe´rieur ou e´gal
a` γ. D’apre`s l’assertion 2 de la proposition 2, nous avons γ ≤ Cba, ou` C est une constante qui
ne de´pend que de Y , de OY (1) et de ε.
Sans perdre en ge´ne´ralite´ nous supposons ε < 12N . Il existe alors une constante C ∈ R∗+ qui
ne de´pend que de Y , de OY (1) et de ε, telle que pour tout d ≥ Cba et pour tout r ∈ N∗ nous
avons 1+ε
ε
b ≤ d, 2(r + 1)γ ≤ rd et
(n+ r + 1)d −m− 2(r + 1)γ > (n+ 1)(d + s) + (N − n+ 1)εrd+ C ′,(1)
ou` C ′ est la constante de´finie a` la section 5.1.3. Nous supposons d ≥ Cba.
La preuve de la proposition 3 proce`de par approximations successives : le lemme 8 ci-dessous
peut eˆtre conside´re´ comme une version affaiblie de la proposition 3.
Lemme 6. Pour tout L ∈ S≤2(r+1)γ soit L ∈ Er, soit l’ide´al (Er : L) est distinct de S en degre´
(n+ 1)(d + s) + (N − n+ 1)εrd+ C ′.
Preuve. — Supposons L 6∈ Er, donc (Er : L) 6= S. Alors il existe i ∈ {1, . . . , u} tel que
(Er,i : L) 6= S : l’ide´al (Er,i : L) est Gorenstein de degre´ du socle (n + r + 1)d −m − degL.
Comme deg L ≤ 2(r + 1)γ, l’ine´galite´ (1) implique que (Er,i : L), donc a` fortiori (Er : L) sont
distincts de S en degre´ (n+ 1)(d + s) + (N − n+ 1)εrd+ C ′. ✷
Lemme 7. Pour tout L ∈ Er−1 dont les de´rive´es partielles Lv˜L, v˜ ∈ T˜ appartiennent a` Er−1,
nous avons lj(Er : L) ≤ d+ s pour tout j ∈ {0, . . . , N + 1}.
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Preuve. — Comme L ∈ Er−1, l’assertion 1 de la proposition 1 implique F ∈ (Er : L). Pour
tout v˜ ∈ T˜ , comme Lv˜L ∈ Er−1, l’assertion 3 de la proposition 1 implique alors Lv˜F ∈ (Er : L).
Donc JF ⊂ (Er : L) et d’apre`s la section 2.1.3, l’ide´al (Er : L) est sans point base en degre´
d+ s. ✷
Lemme 8. Pour r ≥ 1 nous avons
(
E
≤(r+1)γ
r−1
)2
⊂ Er.
Preuve. — Soit L ∈ (Er−1)2 tel que deg L ≤ 2(r + 1)γ. D’une part, l’assertion 2 de la
proposition 1 implique Θ ⊂ (Er : L), donc dim
(
Sd/(Er : L)
) ≤ dim (Sd/Θ) ≤ bdn
n! . Comme
2(r + 1)γ ≤ rd, l’ide´al (Er : L) est intersection des ide´aux (Er,i : L) de degre´ du socle (n +
r + 1)d − deg L ≥ (n + 1)d −m et l’ide´al (Er : L) satisfait les hypothe`ses 2 et 3 de la donne´e
alge´brique 2.2.1. D’apre`s le lemme 2 nous avons donc lj(Er : L) ≤ εd ≤ εrd pour tout j ∈
{0, . . . , N − n}. D’autre part, le lemme 7 implique lj(Er : L) ≤ d+ s pour tout j ∈ {N − n +
1, . . . , N + 1}. L’ide´al (Er : L) contient donc une intersection comple`te sans point base dont la
somme des degre´s est infe´rieure a` (N −n+1)εrd+(n+1)(d+ s). La section 5.1.3 et le lemme 6
impliquent alors L ∈ Er. ✷
Fin de la preuve de la proposition 3. Nous proce´dons par re´currence sur r.
Pour r = 0 la proposition 3 re´sulte de la proposition 2 et de ce que qIW ⊂ IV .
Supposons r > 0 et l’e´nonce´ vrai pour r− 1 : nous avons q(IW )r+1 ⊂ Er−1, et comme l’ide´al
q(IW )
r est engendre´ en degre´ infe´rieur a` (r + 1)γ, q(IW )
r+1 ⊂ E≤(r+1)γr−1 .
Soit L ∈ q(IW )r+1 ; nous pouvons supposer degL ≤ (r + 2)γ, donc degL ≤ 2(r + 1)γ.
D’une part l’hypothe`se de re´currence et le lemme 8 donnent (q)2(IW )
2r ⊂
(
E
≤(r+1)γ
r−1
)2 ⊂ Er,
et donc q(IW )
r−1 ⊂ (Er : L). L’assertion 1 du lemme 4 et le fait que W est de dimension
pure n et de degre´ infe´rieur a` (1 + ε)b impliquent alors lj(Er : L) ≤ r(1 + ε)b ≤ εrd pour tout
j ∈ {0, . . . , N−n}. D’autre part L et ses de´rive´es partielles Lv˜L, v˜ ∈ T˜ , appartiennent a` q(IW )r,
donc a` Er−1. Le lemme 7 implique alors lj(Er : L) ≤ d+s pour tout j ∈ {N−n+1, . . . , N+1}.
L’ide´al (Er : L) contient donc une intersection comple`te sans point base dont la somme des
degre´s est infe´rieure a` (N −n+1)εrd+(n+1)(d+ s). La section 5.1.3 et le lemme 6 impliquent
alors L ∈ Er. ✷
7. Preuve de la proposition 4
7.1. Pre´liminaires. Les notation sont celles de la section 0.2.2. Le faisceau inversible OY (1)
de´finit un plongement Y →֒ PA−1
C
, ou` A = h0(Y,OY (1)). Soit G = GrC (A − n − 2, A) la
grassmanienne ; pour tout l ∈ G, soit L ⊂ PA−1
C
l’espace line´aire de codimension n+ 2 associe´
et pour tout sche´ma Z ⊂ PA−1
C
\ L, soit C(Z, l) ⊂ PA−1
C
le coˆne projectif de sommet L et de
base Z.
Lemme 9. Soit M ⊂ XF une varie´te´ de dimension n − 1. Alors pour l ∈ G ge´ne´rique, les
varie´te´s C(M, l) et XF sont transverses en tout point de M .
Preuve. — Posons
Γ1 = {(x, l) ∈M ×G | x ∈ L} et
Γ2 = {(x, l) ∈M ×G \ Γ1 | TxC(x, l) + TxXF 6= TxPA−1C }.
D’une part nous avons dimΓ1 = dimG+ dimM − codim (L,PA−1C ) = dimG− 3.
D’autre part, pour tout (x, l) ∈ XF ×G \ Γ1, le sous-espace vectoriel TxC(x, l) + TxXF de
TxP
A−1
C
est de´fini par une matrice de A−1 lignes et (A−n−2)+N colonnes dont les coefficients
de´pendent de (x, l) ; la condition TxC(x, l) + TxXF 6= TxPA−1C e´quivaut a` l’annulation de ses
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mineurs de taille (A− 1)× (A− 1), ce qui donne N − n conditions inde´pendantes. Nous avons
donc dimΓ2 = dimG+ dimM − (N − n) = dimG− (N − 2n+ 1).
Posons Γ = Γ1∪Γ2. Comme N ≥ 2n, nous avons donc dimΓ < dimG ; la projection de Γ sur
G a donc pour image un ferme´ strict deG et le lemme 9 est vrai pour tout l ∈G n’appartenant
pas a` ce ferme´. ✷
Nous adoptons les notations de la section 2.1.1. Pour tout y ∈ Y , y˜ ∈ π−1(y) et v˜ ∈ T˜ , le
vecteur π∗v˜(y˜) ∈ TyY ne de´pend du choix de y˜ que par la multiplication par un scalaire. Nous
pouvons donc poser
T˜ (l) = {v˜ ∈ T˜ | ∀y ∈ Y, π∗v˜(y˜) ∈ Ty(C(y, l) ∩ Y )}.
C’est un S-module de type fini ; il est donc engendre´ en degre´ infe´rieur a` un entier relatif t(l).
Notons t la valeur de t(l) pour l ∈ G ge´ne´ral ; c’est un entier qui ne de´pend que de Y et de
O(1).
Lemme 10. Soit Z une sous-varie´te´ irre´ductible de Y de dimension pure n et de degre´ α.
Alors si Z 6⊂ XF , pour l ∈ G ge´ne´ral, l’ide´al
(
IZ , F, Lv˜F | v˜ ∈ T˜ (l)
)
co¨ıncide avec S en degre´
(N − n+ 1)α + d+ n(d+ t) + C ′, ou` C ′ est la constante de´finie a` la section 5.1.3.
Preuve. — Posons I =
(
IZ , F, Lv˜F | v˜ ∈ T˜ (l)
)
. Comme Z est de dimension pure n, pour l ∈ G
ge´ne´rique la varie´te´ C(Z, l)∩Y est une hypersurface de Y de degre´ α dont l’e´quation appartient
a` IZ ; nous en de´duisons li(I) ≤ li(IZ) ≤ α pour i ∈ {0, . . . , N − n}.
Comme Z est irre´ductible et que Z 6⊂ XF , nous avons dimZ ∩XF = n− 1, et comme F ∈ I,
nous en de´duisons lN−n+1 ≤ d.
Enfin, le lemme 9 applique´ a`M = Z∩XF implique que si l ∈ G est ge´ne´rique alors pour tout
y ∈ Z ∩XF nous avons TyXF 6⊂ Ty(C(y, l) ∩ Y ). Donc si T˜ (l) est engendre´ en degre´ infe´rieur
a` t, il existe v˜ ∈ T˜ (l)≤t et y˜ ∈ π−1(y) tels que π∗v˜(y˜) 6∈ TyXF et donc Lv˜F (y) 6= 0. Donc pour
l ∈ G ge´ne´ral l’ide´al
(
Lv˜F | v˜ ∈ T˜ (l)≤t
)
ne s’annule pas sur Z ∩XF et nous avons li(I) ≤ d+ t
pour i ∈ {N − n+ 2, . . . , N + 1}.
Finalement
∑N+1
i=0 li ≤ (N − n+ 1)α+ d+ n(d+ t), ce qui implique le lemme 10. ✷
7.2. Preuve de la proposition 4. Nous adoptons les notations des sections 2.2, 5.3 et 7.1.
Il existe une constante C ∈ R∗+ qui ne de´pend que de Y , de OY (1) et de ε, qui ve´rifie la
proposition 3 et telle que pour tout d ≥ Cba nous avons
(N − n+ 1)α + d+ n(d+ t) + C ′ < (n+ 2)d −m− r, et(2)
r + t ≤ d− (A− n− 1)(1 + ε)b+ C ′′ + t,(3)
ou` C ′ est la constante de´finie a` la section 5.1.3, ou` C ′′ est la constante du lemme 3 et ou` r ∈ N∗
ve´rifie r ≤ 2(1 + ε)b. Nous supposons d ≥ Cba.
Soit Z ⊂ W une composante irre´ductible ; nous devons montrer Z ⊂ XF . Ceci re´sulte du
lemme 10 ci-dessus, des lemmes 11 et 12 ci-dessous et de l’ine´galite´ (2). ✷
Soit Z ′ l’adhe´rence de W \ Z dans W : nous avons W = Z ∪ Z ′. Comme les sche´mas Z,
Z ′ et V (q) sont de dimension pure n, pour l ∈ G ge´ne´rique les sche´mas C(Z, l), C(Z ′, l) et
C(V (q), l) sont des hypersurfaces de PA−1
C
transverses a` Y . Posons α = degZ et α′ = degZ ′.
Alors deg C(Z, l) = α, deg C(Z ′, l) = α′ et deg C(V (q), l) = β. Notons Pl ∈ Sα, P ′l ∈ Sα
′
et
Ql ∈ Sβ les e´quations respectives de leurs intersections avec Y (de´finies a` la multiplication par
un scalaire pre`s). Posons Rl = PlP
′
l
2Ql et r = deg Rl. Nous avons r = α+ 2α
′ + β ≤ 2(1 + ε)b.
Le lecteur pourra supposer V irre´ductible et re´duit en premie`re lecture : si V est irre´ductible
alors Z = W et l’hypersurface C(Z ′, l) est vide ; si V est re´duit alors W = V et l’hypersurface
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C(V (q), l)∩ Y est vide ; donc si V est irre´ductible et re´duit alors P ′l = Ql = 1, r = deg V et Rl
est une e´quation de C(V, l).
Lemme 11. Pour l ∈ G ge´ne´rique
(
IZ , F, Lv˜F | v˜ ∈ T˜ (l)
)
⊂ (E1 : Rl).
Preuve. — D’une part, pour tout K ∈ IZ nous avons KP ′l ∈ IW , donc KRl ∈ q(IW )2, donc
KRl ∈ E1 par la proposition 3, donc IZ ⊂ (E1 : Rl). D’autre part, comme PlP ′lQl ∈ IV ,
donc Rl ∈ IV , la proposition 2 implique Rl ∈ E0 et l’assertion 1 de la proposition 1 implique
F ∈ (E1 : Rl). Enfin, comme Rl s’annule sur C(V, l), pour tout v˜ ∈ T˜ (l), Lv˜Rl s’annule sur
C(V, l), donc Lv˜Rl ∈ IV . La proposition 2 implique Lv˜Rl ∈ E0 et l’assertion 3 de la proposition 1
implique Lv˜F ∈ (E1 : Rl). ✷
Lemme 12. Pour l ∈ G ge´ne´ral l’ide´al (E1 : Rl) est distinct de S en degre´ (n+ 2)d−m− r.
Preuve. — Nous avons IZ = pi pour un certain i. Alors Ql 6∈ (pi)βi+1, donc Rl 6∈ (pi)βi+2,
donc il existe v˜ ∈ T˜≤t tel que Lv˜Rl 6∈ (pi)βi+1, donc Lv˜Rl ne s’annule pas sur C(V ((pi)βi+1), l).
Comme pour l ∈ G ge´ne´rique C(V ((pi)βi+1), l) est une composante irre´ductible de C(V, l),
Lv˜Rl ne s’annule pas sur C(V, l) et Lv˜Rl 6∈ IV . Comme deg Lv˜Rl ≤ r + t, l’ine´galite´ (3) et
l’assertion 3 du lemme 3 impliquent Lv˜Rl 6∈ E0. Les assertions 1 et 3 de la proposition 1
impliquent alors Rl 6∈ E1. Comme E1 =
⋂u
i=1E1,i, il existe i ∈ {1, . . . , u} tel que Rl 6∈ E1,i :
l’ide´al (E1,i : Rl) est Gorenstein de degre´ du socle (n+ 2)d−m− r. Le lemme 12 re´sulte alors
de ce que (E1 : Rl) ⊂ (E1,i : Rl). ✷
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